
# 45

The Implication of Irreversible Pollution on the Relation
between Growth and the Environment: The Degenerate

Kuznets Curve

Fabien Prieur

July 2006

ENVIRONMENTAL
ECONOMICS & MANAGEMENT

MEMORANDUM

UCL
Université
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������� ��� ���	��� ������ ������ �	� 	� ��� �6	����� �- ����	��� �0�	�	��� ����� ��	�� ���
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+ ����� Γ(0) = 0� �� 	�	��� �Γ′′(P ) ≤
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�	�� ��� ����* +���� ������ ��� ����	�� ��	�� P̃ � ��� ���������	�� �����	�� ���� �� ����	�� ���

���� ��������� ��� 	
������� ������ ��� � ����� �� 
�� �����
� 
���� ��

���
���

)



�

�

Γ(P )

P
P̃ P̄

9	���� �E +�� �	�	���	�� -����	��

�	�	���	�� ������� �	�� ��� ��������� ����������	��* 9	������ � ��� � ������	�� ������ ���

��	�	��� ����� P̄ � ��� ������� ���� �- ����� 	 �	�� ��� ������	�� ���������	�� ������ 	������	���*

�� ����� ����� ���� ��� ���� �- ������	�� �� ���	���� ��� ��	�	��� �������� P̄ � ��� ��������

����� �- ������ 	 ���������� ��� ����������� �����������*

+�� ������	�� �@��� ��� 0���	�� �- ��� ���	�������* �� ��/�� �� 	���6 �- ���	���������

0���	�� Qt � ��� �	@������ ������� � ��	�	�� �������
�

Q ��� ��� ���� �- ������	��E Qt =
�

Q−Pt*

+�� �����
�

Q �������� ��� �	���� ���	����� ����� �- ���	������� ������� ���� ������	�� 	 �	��*

:��	�� ��� �����	�� ������	�� ����� ��	� ���� �� ���	��� ����
�

Q 	 ��� ����� ����� �- ���

����	� �- ��/�	�	�� �- Qt* #��	��������� 0���	�� ������ ������	�� �� ��� -�����	�� �����	�E

Qt+1 = N(Qt) ���

����� N(Qt) :] −∞,
�

Q] →] −∞,
�

Q] ��������� �� � ��� �- ��� �- ���	�� �- ��� ���	�������*
+�	 -����	�� 	 ��/��� �	����	�E

N(Qt) =

{
Qt ∀Qt ≤

�

Q −
�

P

Qt + Γ(
�

Q − Qt) ∀Qt ∈]Q −
�

P,
�

Q]
�'�

�� �������	� ���	�� 	����	���� -��� ���� �- ��� ����� -����	��* 9�� ��� ����� �- ���	"

������� Qt ≤
�

Q −
�

P ����������	�� �� 	������	��� ������	���� 	� 	 	���� �	����* ������ ���

�������� �����
�

Q−
�

P � ��	 -����	�� 	 	�����	�� 	� Qt ��� ������� �-�� ���� ����	�� �� ������	6

A.1�*

�� ��� ���� �� ��� �����	 �- ��� ��	���� ������ ���	�� ��� �����"�@*

��� 	
�����
�

,���� ���-��� ������	�	��� ��� /�� ������� ��� /��� ���� Yt �	�� � ������� ������ �� ����

���������� �	�� ����� Lt ��� ���	��� KtE

(



Yt = F (Kt, Lt) �)�

���������� �
 ��� �����	��� ��	��� F (K,L) : R
+ × R

+ → R
+ �� C

2 �� ��������

��� �������� �����������  � �� �	������ ���� �����	� �� ��	� �������� ���������� �� ������

�� �� 	�	��� �Fi > 0� Fii ≤ 0 ��� i = 1, 2�� ��� 	���� ���������� �� ��������� F12 > 0�  

�������� F () ��������  ��� 	������� ��� 	������� F (0, L) = 0� limK→0 F1(K,L) = +∞ ��

limK→+∞ F1(K,L) = 0�

+�� ��������	�� �- ������ ��� ����� � �� ����	�� ��� �������	�� -����	�� 	� 	����	�� ����E

F (Kt, Lt) = LtF (kt, 1) = Ltf(kt) �	�� kt = Kt/Lt ��� ���	���"����� ���	�* +�� ������ ��� ���	��

f(kt) 	 ��� �������	����� 	�����	�� ��� ������� 	� kt* �� -������ ���� ���� 	� ��	/� ���

����� ����	�	��E f(0) = 0, limk→0 f ′(k) = +∞ ��� limk→+∞ f ′(k) = 0*
+�� ���	��� ������	��� �� � ������� ���� δ < 1* 9	�� ��6	�	� ���/�� ���	�� ��� ��	�� �-

	���� � �	���E

max
Kt,Lt

F (Kt, Lt) − rtKt − wtLt − δKt �(�

����� wt �������� ��� ���� ���� ��	�� rt 	 ��� ���� ������ ���� �- ���	���*

+�� /�� ����� ����	�	�� -�� ���/� ��6	�	!��	��� �6����� 	� ���� �- ��� ���	�� ���	�����

��	�� E

wt = f(kt) − ktf
′(kt) �D�

rt = f ′(kt) − δ �7�

��� ��� �
����
���

�� ���	��� �� 	�/�	�� ���	!�� ������� ������� �- /�	��"�	��� �����* : ��� �������	�� 	

���� �� ���� ���	�� t = 1, 2, ..., ��� �	�� -�� ��� ���	��E ����� ��� ��� ���* +���� 	 ��

�������	�� ������ ��� ��� 	!� �- � �������	�� 	 ������	!�� �� ��	�� N ≡ 1* +�� ����� �����
���� �� ���	�� t 	 ������� �	�� ��� ��	� �- ����� ��	�� �� ���� ����	� �� /�� 	�����	�����

-�� � ���� ���� wt*  � ���� �������� ��	 ���� �� ��	�� st ��� ��	�������� mt
��* ����

���	���� ��� ����� ����	� �	 ����� ��	�� �� /�� ��� ���� ��� ������ �- ��	�� Rt+1st ��	��

Rt+1 = 1 + rt+1 ��� 	������ -������*  	 ����� 	����� 	 ���	���� ������� �� �������	�� ct+1*

+�� ��� ������ ������	�� -���� �� ��� ����� ������	���� ��	��E

wt = st + mt �8�

��
 �� �������� 
� ����
�����
 mt �� � 
�� ������ �� � ��� ������ ����� ���������
 �� ����� 
�  ����� 
��

���
����
 ��
���
�! ��� 
�� ���� 
 �� ����
� ������ ����� �
� ������ �� �"�� �#��� �� ��� �$%%����
�&� �� ��
 �������� ���  ��
 ������ ������
���� '��� ����������� �����
��� ����(� � 
� ���� �� 
��

������ 
����)�* ��
(���  ��� ���� ��� ����������
�� ���� ������
���� ���� ���
 ���� 
�� ��������
�
��� ����


��������� ���(��! ������ �  ��
 ������ ������
��� (��� ��
 ������ �� +���
�
��� ����
��

D



ct+1 = Rt+1st �
�

+�� ���-������ �- ��� ����� ���� �� ���� t ��� ��/��� �� ��� ��� �������	�� ��� ���	���"

������ 0���	��* +��� ��� ����	��� �� ��� ��	�	�� -����	�� U(ct+1, Qt+1)*

���������� �
 ��� ������
 ��	��� U(c,Q) : R
+×] − ∞,

�

Q] → R �� C
2�  � �� �	������

�� 	�	��� ���� �����	� �� ��	� �������� U1 ≥ 0� U2 ≥ 0� U11, U22 ≤ 0� ��� 	���� ����������

�� �������� U12 ≥ 0�� �� ������� ������ ���� limc→0 U1(c, P ) = +∞�

+�� 0���	�� �- ��� ���	������� 	 �������� �� ������	��* 9�����	�� <��� ��� 4������	��

��

)� ��� <��� �� ��* ��

(�� �� 	����	-� ��� ����� �- ������	�� ��		��� �� ���	�� t� � ���

�������	�� �- ��� ��� ct* #�		�� �����	���� �� ��� ���������	�� �- ��� ��������� ����* ��

	 ��� ��	��� �� ������� ��� ���	��	� G�6 �- ��		�� ��� �� 	������ ���	��������� 0���	��

������� ��� ��������� �6����	���� �- ��� ����� mt* 3��� ��		�� ��� 	���� ���������� ��

��� -�����	�� �	���� -����	��E E(ct,mt) = βct − γmt �	�� 0 ≤ β, γ < 1* �� ��� ������� �- �����
���	�	��� ��� ��� �- ���	�� �- ��� ���	������� ���� ������E

Qt+1 = N(Qt) − E(ct,mt) ����

�� ���� ���� ���� ��� ����� �	@�� -��� <��� ��� 4������	�� ��

)� ��� �� ��� �������

���� �- ����� �����	�� 	� ����� �� �����	!� ���	��������� �����	��*

�� ��	 -��������� ��� �������� ���	����� -��� �� 	�����������	���� �6������	��* ���� ���

��� ������� �� ���� ��� ��� ���� 	��� ������� ��� �����	�� �������	�� �- �	 ����� ���	��

�� -����� �������	��� ��	�� ������� ��� ���	��������� 0���	�� ��0������� �� ����* �� ��� ���

���� ���� ��� ����� ����� ��� ������ �- ������� �� ������ �� ��	��������� �� ���� ����

���� ����� ��� ���	������� �� ���� �	�� ��2�� 	� ��� ���* ���� ��� ����� 	����� -����� ����/�

�- �	 ����� 	��������*

+�� ���� ������ �� ��� 	�����������	���� �	���	�� 	 ������� ���� 	�������� ���� 	� <���

��� 4������	�� ��

)�� �����* �� -���� ��� ������ �������	�� ���		�� ���� -����� �������	��

��� ��� �	� �- -��	�� �� 	�������� �������� ���	������� ������� �- ��� ������	�� 	������	�	�	��

�- ������	���*

+�� ����������	�� ����� ���� �� ���� t ���� �	 ����� /�� ���	�� 	����� ����� ��"

	�� ���	�� ������	�� ��� �������	�� �- ��� /��� ����� ��� ��������� ���	�� 	�G����� ���

�'��� �����
��� ��������� � ���
 �� ���������
���
� ��
(��� ������
��� ��� ����������
�� +���
� �� 
��

����
,� 
���
�� �� �������� �� 
�� ����������
 �������� 
�� �������� 
���
� �� ������
��� ��� ������� 
��
 
��

����
 ��� � ������ ������ 
� ������� '�� ��
����
��� �����
��� U12 < 0 ��-��
�! �� 
�� ���
����! 
��
 
�� 
(�

����� ��� ���
�

���
��� ���
! 
��� �� 
�� �����(��� ����� ��
���. Qt+1 = (1 − Γ)Qt − βct + γmt (���� 0 ≤ Γ < 1 ��������
� 
��

����
��
 ��
� �� ��������
����
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H�������	��H �- ��� ���	��������� ����	� ����� 	� ����� �� ��6	�	� �	 ����� �	-��	�� ��	�	��*

+��	�� � �	��� ��	�� ��� ���	��������� 0���	�� �� ��� ���	��	�� �- ���	�� t� ��� ������� ��	��E

max
st,mt,ct+1

U(ct+1, Qt+1)

��2��� ��� ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

wt = st + mt

ct+1 = Rt+1st

Qt+1 = N(Qt) − E(ct,mt)
mt ≥ 0

+�� /�� ����� ����	�	�� ����E

−Rt+1U1(ct+1, Qt+1) + γU2(ct+1, Qt+1) + µ = 0 ����

µmt = 0 ����

�	�� µ ≥ 0� ��� ���	���� ;������� ����	��	��*
$	��� ����� 	 � ��� �����	�	�� ������	�� �� mt� �� ���� �� �	�	���	� ��� ��� ����� �����"

���� 	 	��@���	�� ���� mt = 0� -��� ��� ��� ����� ��� ����� ����� �� ������ 	� ��	��������

���� mt ≥ 0* 5�������� ��	 ���� ��� ��� �� �	�	��� 	� ��� ��"��� ������	�� �� �������
�� ���� ���	��������� 0���	�� �� ����� ��� 	������	�	�	�� �������� Q̄ −

�

P *

�� ��� -�����	�� ���	��� �� ���������	!� ��� ������	�	�� �0�	�	��	�� �� �����!	�� ���������

��� -��� ��	��� ���� ���������� ������ -�� ��	�� ��� ����� �6�	�	� 0�	�� �	�	��� ������	�

��� ���	��������� �����	�*

� �� �����	�	� ��	�	��	��

��� 
������ ����������� �������	���

���� ��� ��������� ������� ���	� �� 	����	�� ����	��� ��� 9=. ����	��E

Rt+1U1(ct+1, Qt+1) = γU2(ct+1, Qt+1) ��'�

+�	 ����	�	�� �6���� ��� �����"�@ 	������� 	� ��� ��������� ���		�� �� ���	�� t* :�

	������ 	� ��� 	������� mt 	 � ���� �� 	������ ���	��������� 0���	�� ��� ���� �� �������

���-��� ��	��� ���� 	���*  ������� 	� ��� 	���	� � -��� 	� ��� ���"���	��������� ��������� �-

��	�	�� ���-� ���� 	��� 	��� ���� ��	�� ��� ��� ��� �������	�� �������* .���0������� ���

����� ����� mt �� �0���� ��� ����	��� ����/� �- ��	�������� �� 	� ����	��� ���*

�� ��� ��/�� ��� 	������������ �0�	�	��	�� �	�� ���-��� -���	���E

�������� 	
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! 	���������� �"��������� �� � ��"��	� �� ��� 	����� ��������� {ct,mt, st}� � ��"��	� ��

��������� ��������� {Lt,Kt, Qt} �� � ��"��	� �� ���	�� {Rt, wt} ��	� �����

�# ���������� �� ���� ��� �� ����� �������� ��� $%& �'(� �� ��� ��� 	������� �)�* �+��

��� ����� ��,���-����� ��� ���������

��# ��� ������� 	����� Lt = N = 1 � ��� ����� ������ �� Kt+1 = st(= kt+1) � ��� 	������

�������

���# ������ 	�������� �.� �� �/� ��� ���������

��# ��� �
���	� �� ���������� "�����
 ��� ���� �
 �'0��

+�� �0�	�	��	�� �����	 ���	� 	� ���	���	�� ��� ���� �- �0���	�� �D�"��'� ��� ���

������ �����	�� ����	�	��* .���	�	�� ���� �0���	�� �	��� ��� �6���	�� �- �������	�� ���

��	�������� ���		�� � -����	�� �- ��� ���	��� ����

ct = (1 − δ)kt + ktf
′(kt) ��)�

mt = f(kt) − ktf
′(kt) − kt+1 ��(�

���� ��� ��		�� -����	�� E(ct,mt) ����	��E

E(kt, kt+1) = β
(
(1 − δ)kt + ktf

′(kt)
)− γ

(
f(kt) − ktf

′(kt) − kt+1

)
��D�

�� ��6� ��/�� ��� ���	��� ���� �- ������ ��� ��� ����	�	�� �- ���	���	�� ������� ���	���

��� ����� � -�����E

s(kt) =
ktf

′(kt)
f(kt)

��7�

σ(kt) = −(1 − s(kt))f ′(kt)
ktf ′′(kt)

��8�

+���� �� �� ��� ����	�	�� �������	�� ��� �������	� �- ��� �������	�� -����	��*

���������� �
 ��� �����	��� ��	��� �������� ��� �������� 	��������

lim
kt→0

f(kt) − ktf
′(kt)

kt
> 1 ��
�

σ(kt) ≥ 1 − s(kt) ����

.���	�	�� ��
� 	 �������� �� ��� � 	��	��� ���� ����	�	��� �������� 	� 1� ;� .��	6 ���

5	���� ������� ������	�� �� ��	�� ��� /�� ��	� �- ���	��� ��� �� �>�	����� �>�	���� 	� ����

�- ����� �������	�	�� ������� ���� ��� ��������� 	� ��
� ��������� �� ��� ���� w(kt)�� �� ���	�
��� ��	�	�� �0�	�	��	�� ���	���� �	�� k = 0* +�	 �����	�� ��������� ���� ��� ���	�����
��	�������� 	 ��	�	�� 	� ��� ��	��������� �- !���* +�� ����� 	��0���	�� ���� ���� ���� ���






����	�	�� �- ���	���	�� ������� ���	��� ��� ����� 	 �	���� ���� ��� ����� ���� �- �������* ��

	 � �>�	��� ����	�	�� ����	�� ���� ��� �������	�� -����	�� 	 	�����	�� 	� k*

�� ���	���	�� �0���	�� ��)� ��� ��(� 	��� ��'�� �� ��� ��� -�����	�� �0���	��E

R(kt+1)U1(c(kt+1), Qt+1) − γU2(c(kt+1), Qt+1) = 0 ����

+�	 �0���	�� ��������� �� �� �0�	�	��	�� �����	���

Qt = Qe(kt) ����

��	�� 	 ���	� -�� ��� t ��� 	�����	���E Qe′(kt) ≥ 0* �� ������ ��� �����	� 	� ��� �����
��	�	�� ��	�������� ����� �������� �- ��� ����� �- ���	��������� 0���	�� ������	��� �� ����*

9	������ ��� ���	���	�� �- �0���	�� ��D� 	��� ��� ��� �- ���	�� -�� ��� ���	������� �����

�������� �	�� ����� ���������� ���������	!� ��� �0�	�	��	�� �����	�E{
R(kt+1)U1(c(kt+1), Qt+1) − γU2(c(kt+1), Qt+1) = 0
Qt+1 = N(Qt) − E(kt, kt+1)

��'�

�� ��� ��6� ��� �- ��� �����	� �� -��� �� ��� �������	� �- ��� �0�	�	��	�� ������	�� ��

������� �� ���� ��� ������� �� ���	���� ��� ��	�	��� �������� Q̄ − P̄ *

������ ����� ��������� : ����� ���� (k,Q) 	 ����	�� �- ��� -�����	�� ����E{
R(k)U1(c(k), Q) − γU2(c(k), Q) = 0
Q − N(Q) = −E(k)

��)�

+�� �6	����� ����	�	�� -�� �� 	����	�� ����	�� ��� �����	!�� 	� ��� -�����	�� �����	�	��*

�� ����	�� ��� ���� �� ��� 	������� [0, k̄] �� ��	�� ���	����� ��	�������� 	 ������	�� ���
�����	��E m(k) ≥ 0 ��� ������	6 A.1 -�� ��� ��/�	�	�� �- ��� ����� ����� k̄�*

����������� 	


�# 1��� ��� 	������

lim
k→0

r(k)
m′(k)

<
β + γ

β
��(�

�'��� �����
��� ����� +�
� ���������� ����� ���
 �� 
�� ��
���
���� �� 
�� ����� ����� ��� 
�� ����
���
� ��

���
�

��� ���� ����� ������
����� ��������� �� 
�� ����� [0.6, 0.7] ��� ������ 
� 1� �� ������� �� �����
���

���
��� ��
������� 
��� �����
��� �� 
�� /���)0����� 
���������� &� ����� 
�� ������ 
� �������� A.1 ��� �

��
����� �������� �� 
�� ������
��� �� ����
���� �$1�! �$�� ��� �$2��
�3� 
�� �������
 ���
���� 
������! (� ����.

Qe′(kt) = −R′U1 + Rc′U11 − γc′U12

RU12−γU22

���! ���� 
�� ��
 �� �� ����
�����! 
��� ������
��� �� ����
����

��



����� �,���� � �����
 ����� 	����	����-�� �
 � ����� �� ���������� "�����
 ���� ��� �� �"��� ��

��� ��������� ����� Q̄ − P̄ �

��# 1��� ��� ��� ��������� 	��������

sup
P∈[0,P̄ ]

{Γ(P )} ≥ sup
k∈[0,k̄]

{E(k)} ��D�

Qe(k̄) ≥ Q̄ − P̃ ��7�

����� ���� �,���� � �����
 ����� ���� � ����� �� �������� ����� Q̄ − P̄ �

�����
 �� ������	6 A.2*

.���	�	�� ��(� 	 �>�	��� �� ������ ��� �6	����� �- �� 	����	�� ����	�� ���	���� �	��

	������	��� ������	��* +�	 	��0���	�� 	���	� ���� ���	����� ��		�� E(k) ��� �����	�� 	�
��� ��	��������� �- 0 �	��� E(0) = 0 ��� E′(0) < 0�* .��	���	�� �����	�� ��		�� ��	�
���� �� ���� ���� ����� �6	� � ���"���� ���	�������* +�	 ��� ��	���� ��� �� 9�����

��
7(� ����� ������� 	 ��� ��� ���� �	���� 	� ��� ����� 	��� ��� 	����� �- �� 	������ 	� k ��

��	�������� �6���� 	� �������	�� �� �������	���* �� ��� ����� ��� �	@������ �������

��� ��������� �- ��		�� �	@�	�� β ��� ��������� �>�	���� γ 	 �����	���� �	��� ����� β ≥ γ�*

+�� ���	�	���� ����	�	�� ��D�� -�� � ����	�� �	�� �����	��� ������	��� ��������� �� � ����	�	���

	� ��� ������� �0�	�	��	�� -��������� �- ��� ����	�	�� ��� �� +������� ��� �	������ ��

D�*

�� ������ ��� 	��� ���� ��� ��6	��� ������	�� �- ������� �	�	���	�� 	 	���	�	����� �	���� ����

��� ��6	��� ������ �- ��		�� �� ��� 	��	/���� ����	� �- ���	��	�� -�� k ��� Q* 9	������

��7� 	 � �����	��� ����	�	�� ���� ����	��� ����� ��� ������������� ������� ��� ����	�

�- ��/�	�	�� �- ��� ���	�� ���	����* �	����� �� �- �������	��� 	� ����� � �� ���� �	�� ���

�����	 �- �6	�����*

+��� ��� ��2�� 	���	���	�� �- ��� 	������� ,"���� �����	��� -�� ��� ����� -����	��� 	

��� �6	����� �- ����	��� �0�	�	��	� ����� ��	�� ��� ��� ���	���� �	�� ��� 	������	�	�	�� �-

������	��* �� /�� � 0�	�� 	�	��� ����� � ��� ��� ����� 	� ����	�� �0�	�	��	�� ��� 	���	/��

������� �0�	�	��	��� ���	� ���� 	�������� ��	 ���� �- -�������	�� �- ��� �������� ����� 	� ��"

�	��� ������� ����� ��� 9����� ��
7(�� +������� ��� �	������ ��

D� �� +���� ��� �	������

�������*

����� ��������� �� �	����	!� ��� ���� ��'� ������ � ����� ���� (k∗, Q∗) ��� �� ���E{
dQt+1= Qe′(k∗)dkt+1

dQt+1 = N ′(Q∗)dQt − (E′(k∗) − γ)dkt − γdkt+1

��8�

��� ��� ������ 
� 
�� /���)������ �������! 
���! �
 �� �
��������(��� 
��


lim
k→0

c(k)

m(k)
< 1

�� ���� �� 
�� ����
�� ����� �� �
�
 �� ���� 
��� 1/2� 	���� c(0) = m(0) = 0! �
 ������� 
��
 �� �������� �� k ���

� �
������ �����
 �� m() 
��� �� c()�

��



+�� ���	�����	�� �- �6���	�� 	� ��8� �	�� ��� �	����	!�� ���� 	� ��� ��� ���� ���	����

��� ����� � �� ���� ����� ���	�	��* =��� ���	�� �� �	�	���	� ��� ��� Q∗ ≤ Q̄ − P̄ -��� ���

����	��*

����������� �


�# ! ������������ �����
 ����� �� ������ �� �� ��
 ���

0 < E′(k∗) ≤ 2(γ + Qe′(k∗)) ��
�

��# ��� �������� �� ����������� ��� �	�����
 �� ��2	��� 	������ ��	����

(N ′(Q∗) − 1)Qe′(k∗) < E′(k∗) ≤ γ + (1 + N ′(Q∗))Qe′(k∗) �'��

�����
 �� ������	6 B.1*

.���	�	�� ��
� 	���� ���� ��� ���	���	�� �- ��� ��		�� -����	�� �����	�� �� ���	��� 	

��	�	��* �� ��� ����� ���� ��� 	����� �- � �	� 	� ���	��� �� ��		�� 	 �� ���� � �����

��/��� ����	������� �� 	� 	����� �� ���	��������� 0���	�� �� �0�	�	��	�� �������� �� Qe′(k∗)�*
+�	 ����	�	�� ����� ���� ��� ������� 	 ���� �� �	�	���� � ���	��� ���� ��� �� ������� 	�

� -�� ���	�� 	� ��	�	��� ����* ���� ��� ����� �- ������	�� 	 ����� ��� ��	�	��� ��	�� P̄ � ���

����	�	�� �'�� �������	!� ��
�* �� ���� ���� ���� ��� 	��0���	�� N ′(Q∗) ≤ 1 	 �>�	��� ��
��������� ���� ��� �������	�� �- � ���� �� ���	��������� 0���	�� ��� ������� -��� ���	��

�� ���	��	*

+� �����	!�� ��� �����	 �- 	����	�� ����	�� ������ ��� �6	����� �- ����	��� �0�	�	��	�

���� �������	� ��� �	�����	����� ����	�� 	��� ��� �- ���� �6�	�	� �� 	������	���� ��������

���	������� ��	�� ��� ����� ��� ���	���� �	�� ���	����� ���	�������* +�� ���6	����� �-

���� ��� ���� �- ����	�� ��� ���� ��� ������ 	�������� 	� ��������� 	 ��� �>�	���

������ �� ������� ��� ������� -��� ��� ���	�� �- �� ���	����������� ���� ���� ���� ����*

+�	 ����� ������� �	@�� -��� <��� ��� 4������	�� ��

)� ��� ���� ���� ��	�������� 	 �

H�>�	��� ����	�	��H -�� ��� 	���������� �- ���	��������� 0���	��*

: �����	 �- �0�	�	��	�� �������	� ��� ��� ���� � ����� �- ����������� ������ ��� ��	��

��� ������� ������ � ������� ���� ���� ������	� ��� ������	���* �� -���� H	������	���H �����

���� ��� ���������	!�� ��� ���� �� � ����� �- ���	��������� 0���	�� ����� ��� 	������	�	�	��

�������� Q̄ − P̄ ��� ���� �� � ���	��� ���� ��	�� 	 ����� ���� ��� ����� ���	���� �� ���

�����	��� ����	��* +�	 ����� �����	���� �� ��� ����	�� �	��������� �� ������� ����* $	���

��� ��	��� ����� �- :!��	��	 ��� 1��!�� ��

��� ������� ���	� ���� ��	�� �� ������	��

�'�� ������ ������
��� �� ����������
�� �������� ���� ��
� 4� ���� ��
 ����( 
� ��
�� 
��� ��( �*��
� '��

����� ��
� ���� ����
�� �� 
��� �������� ���� �� 
�� ���
 
��
 ��
�� �� ��(��� ���� 
� ��������
� � ����� �� 
��

����������
 (���� ��
��� 
� �
� �
�
������ ����� �� �  ��
� 
���� 4� 
�� ���
����! �� �� �����(���! �� N ′(Q) > 1


���! 
��� ����� ������ �� � ���� 
��� ������
����� ������ ��� 
�� �
�����
� ������
� �� ���
�

��



��� -����� �6���	�	�� ��� ��������� �- ��� ���� ��� ������� :!��	��	 ��� $�������	 ����(�

-�� � ������* :���� ��� �������� -��0������ 	������� ��� �� 	��>�	��� 	�������� 	� �����

���	��� �� ��� �6	����� �- �������� �6������	�	� �@���	�� �������	�� �� ������	�� ���������	��
*

 ���� �� ������ � ��� ��	��� ����� �- ���� ���� ���� -��� ��� ������	�� 	������	�	�	��

�- ������	��* +�� ��	�	��� ����� P̄ ����	��� 	���	� ��� �6	����� �- � �������� �@��� ����	��

������� ��� ���������	�� ��� �- ������* 5�������� �� ����	� � ����	�� ���� �6�	�	� � ������

���������	�	� �- ���� 	��� 	� ���� 	����������� � ��� ����� �- ������ ��� � �	�� ����������	��

�- ������	��*

+�� -��� �� ���� 	- ��� ������� �	�� �� ������� ���� 	��� ��� ������� ���� �� 	-� �� ���

��������� 	� �	�� ��2�� � ���� �- ������	� ������ ����	��� �	�� �� 	������ 	� ��� ���	�������

������ ���	���� �� 	� 	�	�	�� �����	��* :�� ������� �	�� 	�	�	���� ��� ����� �- ������ ���

���	������� ����� �������� ���� ��� ������� �	>����	� 	� ����	�� -��� ��	 	������	�����

����* �� ���	�� 4� �� �	�� 	�������� ��� ������ �	�� �����	��� 	�����	�� �- ��� ��	� �-
�������	�� -�� ���� ���� �- ����	��*

��� ��	
 ����������� �������	���

�� ��� �����!� ��� �0�	�	��	�� ���� ��� ��� �����	�	�� ������	�� �� ��	�������� 	 �	��	��

���� mt = 0* : 2��	/���	�� -�� ��	 ���� 	 ���� ��� ������	�� ��� �� ��������� ���� ���
��� �� ��������� �	�� ��� �������	�� �- ��� ���	������� ��� ������ -���� ������ ���������	��*

�� ����� ����� ���� ������	�� 	� ��� /�� ���� �- ������������ ��� �� ��� ���� �� ���� ���

	�����	�� �� ����� �1������ �� ��� �������*

�������� �


! -��� ������	� �"��������� ���� �����	� ��������� �� ���� �
 ��� ��"��	� �� ��� 	�����

��������� {ct, st}���� ��"��	� �� ��������� ��������� {Lt,Kt, Qt} �� ��� ��"��	� �� ���	�� {Rt, wt}
��	� �����

�# ��� ���������� ���� ��� ����� �� ����� ����� wt = st ��� ��� ��� 	������� �)�*�+�� ���

����� ��,���-����� ��� ������
����

��# ��� ������� 	����� Lt = N = 1 � ��� ����� ������ �� kt+1 = st � ��� 	������ �������

���# ��� �
���	� �� ���������� "�����
 ��� ���� �
 �'0��

�� ��	 �����6�� ��� ����������	�� ����� ��� ��� -��� ��� �����"�@ 	��� ��� ������	���

��	��� 	 ��� ���� �	 ����� ����� /�� ���	�� 	����� 	 ��������� �� ��	��* +�� �0�	�	��	��

�����	 ��� ������� ��� ���� �- � ���� �- �0���	�� 	�	��� �� ��� ��� ����	��� 	� ��� ����	��

���	�� �6���� ���� ��� 9=. ��'� 	 �������� �� mt = 0*
�	'���� ��
������
��� ����� 
��
 
�� �����
��� �� ����
���! ��� ���
����!  ��
 ������
� ���������� ��
��� 
�

����� ��� ��( ������ �� ���� ����
��� '���! ����� � ���
���� ���� �� 
�� �
���! 
���� �� � ������ �� 
�� 
���������

��� ��
��� 
� ����� ������ ����
��
 ��� ���� �����������

�'



�� 	����	���� ����	� ��� �6���	�� �- ���	��� ���������	�� 	� �0�	�	��	���

kt+1 = f(kt) − ktf
′(kt) �'��

���� ��� ��� ���� ���� ��	 �0���	�� 	 	���������� �- ��� ������	�� �- ��� 0���	�� �- ��� ���	"

������� ���	�� 	 �	�� ����	�	���� �� ��� -��� �� ���� ������� �� ��� ������	�� 	 �����	����*

#�		�� ���� ������ �� �������	��E E(kt) = βc(kt)* +�� �������	�� ���		��� �� �0�	�	�"
�	��� ����	� ��������� ��� ��������� �� ��)�*

+�� �����	� ��� ���� ���������	!�� �� �'�� ��� ��� �0���	�� ����	�	�� ��� ������	�� �-

���	��������� 0���	��E

Qt+1 = N(Qt) − E(kt) �'��

=�� �����	 �- ��� ������ �0�	�	��	�� -����� ��� ��� ��� ���� ��� ��� ��������� 	�

���	�� 2*

������ ����� ��������� : ����� ���� ��� ���� ��� -�����	�� ���� �- �0���	��E{
k = f(k) − kf ′(k)
Q − N(Q) = −E(k)

�''�

����������� �


�# ����� �� � �����
 ����� ����	����� ���� ���� -��� ������	� �� ������������ ���������

��# ���� ��� 	������� �'/� �� �3)�� ����� �,���� � 	���� �����
 ����� ���� �,������ ������*

���� ���������

�����
 �� ������	6 A.2*

+�� ���� �- ����� ���� ���������	!�� �� 	������	�	�	�� �- ������	�� 	 �6���	��� �� ��� ���	"

������� 	���	�	�� �� ���	�	!� �� � ������� ���� ��� �����* �� -���� ���� ��� ����� ����� ���

�� ������ 	� ��	��������� ���	��������� 0���	�� �����	����� ����������� 	��� ��� �	�	���	��

�����	�� �- ������ 	 �	�� ��� ����� 	 �� -���� ���� �� ��������� -�� ������	�� ��		��* +��

���� ��� �� ��� 	� ��������	�� 	 �� ���� �����	�� ���� ���� ����� �� ��� ��� �������	��

���	�	��* ���� ����� ��� ����� �����	�� ��� ���-������ ��� ������������ ��	 �	�	� ��� ���

�� �6������*

�� 	 ��� ��	��� �� ���	-� ��� ������ �- ������ ����	�� �	�� �����	��� ������	�� 	��� ���

����	�	�� ��
� ��� ��D� ��� -��� ��� �� ������� ��� �>�	���*

���������
 !� ��� �� ��� ��"�����
 �3)� �� ����	�� ����� �,��� �,�	��
 ��� �������� ���

k ∈ [0, k̄]�
�����
 �� ������	6 A.2*

+�� �����	 �	� ��� 	� ��� ���� �- ����� ���	�	�� �- !��� ��	�������� �����	��� �0�	�	��	�*

�)



����� ��������� +�� ���� �'��"�'�� �	����	!�� ������ � ����� ���� (k∗, Q∗) ��	�� E{
dkt+1 = w′(k∗)dkt

dQt+1 = N ′(Q∗)dQt − βc′(k∗)dkt

�')�

���� �� 	����	���� ��� ��� ���	�	�� �����*

����������� �


��� �	�����
 �� ��2	��� 	������� ��� ��������
 ��� ��� ���������

w′(k∗) < 1 �'(�

N ′(Q∗) < 1 �'D�

 � ��� ��"�����
 �3)� �� ����	�� ��� ��� 4����4 �����
 ����� �� ��	���
 ������ ����� ��� 4���4�������

�� ��������

�����
 �� ������	6 B.2

.���	�	�� �'(� 	���	� ���� ��� ������� 	 ���� �� ����� � ���	��� ���� ������ 	��0���	��

�'D� �6����� ���� ���	�� ��� ���	������� �����	�� �� ������� 	� ��	�	��� ���� ���� ���	����

�� �� �6������ ���������	��*

�� -���� ��� ���	����� ����� k∗� -�� ��� ������	��� ����	��� �0��� �� ��� ����� �����
�- ��� 	������� [0, k̄]* F��� -��� ��� ��/�	�	�� �- k̄� �� ���� ���� w′(k̄) < 1 ��� ������	6
A.1�* 5�������� 	- ��D� 	 ��	��� ���� ��� ��� ����� ���� ��� ���	���� �	�� ���	���������
0���	�� ����� ���� ��� ��������� ������� �� ���� 	�� �- ��� ���������� �����

�

Q − P̃ ����

���� N ′(Q̄ − P̃ ) = 1�* +����-���� -��� ��� �����	� ��� �- ��� ���	�������� ��� ��� ����	�� 	

������� ��	�� ��� ����� 	 �����*

+�� �����	 ������ ��� 	�������� -������ �- ��� �����* 9	��� ����� �6	� ����	��� �0�	�	��	�

��� ���� -�� ��� 	����	�� ����	�� ��� ���� -�� ��� !��� ��	�������� ���* $������ ��� 	����	��

����� ���� ��� ���������	!�� �� 	������	��� ������	�� ��	�� ��� ��� ������ �0�	�	��	� �6�	�	�

�����	�	�	��*

�� ��� ���� �� ��� ���� �- ��� ��	�	�	�	�� �������* +�	 �����	 ��	� ���� �� �6��	��

��� �	@����� �0�	�	��	� �����	�� �	�� ������ �� ��� ��� -����	�� ���	�	�	�� �� ��� ��� ����� ���

	����	�� ���� -��� ��� ������	��� ��� ���� �� ��� ����� ����� ��� 	������	��� ������	�� ����

-��� ��� �����	��� !���*

��� ��� �	
����	 ����

+�� -����	�� ���� �	�	���	�� ��� !��� ��	�������� ��� -��� ��� 	����	�� ����� ��� ����� ���

�	��	�� �� ����� 	 ��/��� �� ��� -�����	�� �0���	�� �����	��� �� ���	���	�� mt = 0 ��� µ = 0
	� �����E

R(w(kt))U1(c(w(kt)), N(Qt) − βc(kt)) − γU2(c(w(kt)), N(Qt) − βc(kt)) = 0 �'7�

�(



#0���	�� �'7� ���������	!� �� 	�����	�� -����	�� �����	�� ��� ��� ���� ���	����� Qt =
Qf (kt)��� ��	�� ��������� �� ��� ���� ������	�� �- ��� k − Q ���� ������� ��� ��� ���	��*

+�	 -����	�� �������� ��� �� �- ��	�� ����� ��� ����� ��� 	��	@����� ������� �� ��� ���� 	����

	� ��������� �6����	����* ���� ��� ������� 	 ������� ����� ��	 ���	-���� ���	���������

0���	�� 	 �>�	����� ���� ���?�� ���	��� ���� 	 � ��� ���� ��� ����� ����� ��� �� ������

	� ��	��������* =� ��� ��������� ���� ������	� ���	�	�� ���� ����� 	� ��� ���	�� ����� ���

-����	��� ��� ����� ���	�� �� ��	���	� ��� ���	�������* #��� 	- ��� 0���	���	�� �������	� �-

Qf (kt) ��� �����	���� 	����	���� �� ���� ���� ���� ��� ����� �- ���	�������� 	� ����	�	��	�� ���
�6���	�� �- N(Qt)� 	�G����� 	� ����	����� ���������* +�� ����� -����	��� ���	�	�	�� �����	���
����� �- ������	�� -��� ��� 	������	�	�	�� ���	�� 	 ����	��� �	���� 	� ��� k − Q ����� �� ���

���	!����� Q = Q̄ − P̄ *

+�� �����	�� �- ��� ����� ���� �	�� ������ �� ���� -����	�� 	 ����	�� ���� �� ��� ���"

������ �	�� ��� 0���	�� �- ��	�	�	�	��* �� -���� �� ���� ���	�� ��� -��� �����	� ���� �����"

����	�� �� ���� ��	��� ���	�� �- ��� k − Q ����* �� ���� ��6� �����	��� ��� �6	����� �-

����	�� -�� ����� �- ���� ��"����* ���� 	� 	 ��	��� ����� ���	�� ��� ����������� ������ �

����� ����	�� �- � ������	��� !���� ��� �0�	�	��	�� ���2������ ���� ��� �� ��� ����� -����	��

��-��� �����	�� ��� ����� ����* F��� � ��� � ��� ���2������ ��� ������� ��� �- ��� ���

-����	��� ��� �����	� ��� �������� �� � ��� ���� ������� �	@����� -��� ��� ��� ���	� 	� ���

����	�� ���	��* �� ����� ����� ��� ����� ����	�� 	� ���	�����	�� 	 ��� ��	�	��� 	���� ���� ���

-����	�� 	 ������ ��� ������� �	�� �������� �� ������� ����� ����	�� ���	���� �	�� ��� ���

	��	/���� �����	�*

�� ����� �� ���� � ������ ���������	�� �- ��� �����	� �����	��� �- ��� �������� �� ��������

	� ��� ��6� ���	��� �� �����	��� 	�����	�� 	������� -�� 	�������	�� ��� ���������� �0�	�	��	��

���2�����	�* 9	������ �� �	�� ��� ��	�	�	�� ���� �� ���	��������� &�!��� ����� ��	� -���

��� �����*

� �	�����	��

+�� ������ �- ��	 ���	�� 	 �� 	����� ��� 	����� �- � 	������� ,"����� ����� -����	�� ��

���	��������� ��� ������	� �����	�* +�� ��� 0���	�� 	 �� ���� ������� �� ��� ��� ������	��

	������	�	�	�� �- ������	�� ��������� ��� ��	� ����� �- <��� ��� 4������	�� ��

)�� ���� 	� ���

�6	����� �- �� ���	��������� &�!��� ����� �#&.�* +� ����� ��	 0���	��� �� ���� �������

�� � �����	��� �6����� ���������	!�� �� ��� -�����	�� -����	���� -���E

��5��� �+�
��� �67�! ���� 
�� �������
 ���
���� 
������ �����

Qf ′(k) =
R′w′U1 + Rc′w′U11 − βc′U12 − γc′(w′U12 − βU22)

N ′(γU22 − RU12)

���! ���� ��� �� �����
����! 
��� ��
�� �� ����
����

�D



+�� ����� -����	�� 	 ����	���� -�� Pt ≥ 0� �� � -����	�� ��/��� �	����	�E

Γ(Pt) =

{
θPt(

�

P − Pt)
0

∀Pt <
�

P

Pt ≥
�

P

��� ������ �- ������	�� �	�	����� 	 /�� 	�����	�� 	� ��� ���� ���	� ��� �����
�

P/2 ��6�� 	� 	
������	��* ������ ��� ��	�	��� ��������

�

P � ��� ������� �����	�� �� ����� ������	�� ���	��*

+�� ���	��������� H��� �- ���	��H 	 ������� -��� ��� ����	�� �6���	��E

N(Qt) =

{
Qt ∀Qt ≤

�

Q −
�

P

Qt + θ(
�

Q − Qt)(
�

P − (
�

Q − Qt)) ∀Qt ∈]
�

Q −
�

P ,
�

Q]

+�� ��		�� ��� �	��� �� Et = βct − γmt*

�� ������� �	�� <��� ��� 4������	�� ��

)�� �� �� � .���"1����� ����������E

Yt = AKα
t L1−α

t

�	�� A > 0 � ���� ���������*
9	������ ��������� ���-������ ��� ���������	!�� �� � �������� ��	�	�� -����	����* +�	

-����	�� 	 ����	�� ��� ������� 	� �������	�� ��� ��� ���	������� �-�� Q ≤
�

Q�E

U(ct+1, Qt+1) = log ct+1 − 1
2
(
�

Q − Qt+1)2

�� �	�� ��� -�����	�� �� �- ��������� ������

{
A = 2.52, θ = 0.09, γ = 0.2, β = 0.3, α = 0.3, δ = 0.6, P̄ = 5, Q̄ = 7

}
	� 	 ��	��� �� ��� ���� ����� �6	� ���� ��� ��	�	��� ����� ������* +��� ����	�� ��� �������

	� ��� ��	�	�� ��	�������� ����* ���� ��� /�� 	 ���	���� �	�� �����	��� ������	�� ��	�� ���

����� �6�	�	� 	������	�	�	��*

�� ���� ������� �� �����	��� 	�����	�� 	� ����� �� 	�������� ��� ��	� �- �������	�� ���

��� �0�	�	��	�� ���2�����	� �- ��� ����� ��� ��	�	��� ����	��*

�� /�� ������ ��� ��	� �- �������	�� �- ���� ����	�� ��� /�*��* +�� ����	�	�� 	� ��� k−Q

���� 	 ���	��-������E ����	�� -��� ��� ��	�� (K0, Q0) ������� 	� ��� ����� ��� ���� ����*
����� ��� ��	���� ����� ��� ������� ������� 	� ��� ���� ���� ��� �����	��� ����* 	������	����

����� ����* +����-���� ���� Q0 	 ����� ���� ��� ��	�	��� ����� Q̄ − P̄ � ��� �����	� ����� �	��

�����	���� ��� ������� 	��� ��� ���	���������� ���� ����� ����* =� ��� ��������� �� ��������

	��	���� ������� �	�� � �>�	��� ������ �- ���	�������� �	�� ��2��� 	� ��� ���� ���� � �-�

���	�������*

5��� 	����������� �� ���� ���� ���� ��� �� �- 	�	�	�� ��	�� ���������	!�� �� �����	���

������	�� ��� ���	���� �	�� � ����������� ������ ��� 	������	��� ���� 	 ��� ����� ��� /�*'�*
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9	���� �E +�� ��	� �- �������	��* �
� ;���� ���� ���	���� 	
� �=��������� ����	��� Qe(kt) ��� 	
�
����	���� Qf

1(kt) ��� Qf
2 (kt) ������	��� 	
� ��	����� ���� ������� ���� 	
� ����	����	 ���� �������" �
�

����	��� Qf
1(kt) �����" Qf

2 (kt)� �� ����� �� 	
� ������������ �����" �!��������� �����	��� ����" �
� ����	���
	
�	 ����������� 	� 	
� ���	���� 	
������ �� ������ ��;��� �� 	
� 
������	�� Q = Q̄ − P̄ = 2" �
� 	��
����	���� ��� ����	�� �� Qf (kt)" �
� ������������ �	�	� (Kii, Qii) �� ��������	�� �� 	
� CDC �
��� 	
�
���������� (Kir, Qir) ���� ��	 �<�����	�� ������ ��	 �� ����	�� A��	 ������ 	
� ��	�����	��� ��	���� Qf

2(kt)
��� Qe(kt)�"
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9	���� 'E $�� �- ��	�� ������� 	� ��� �����	��� ���	�� ��� �������	�� ������ ��� 	������	���

���� ���-� 	�-��	�� ���	���*

�8



�� ���� ���� �� ������� ��� �� ��������� �� ��	 �	�� �- ����� ���� ���	�� 	� �����	���� �	��

��������� 	� ���	��������� 0���	��*

�� ��� -��� �� ��� 0���	���	�� �������	� �- ��� �0�	�	��	�� ���2�����	� ������	�� ���

�����	�* +�� �����	 ������ ���� �	�	��� -������ �- ��� ����� 	� ������	�� �	�� <��� ���

4������	�� ��

)���* �� ������� �	�� ���	� ��������� �� ��� ���� ������	�� �� 	�	�	�� ����	�	��

������	�� �� ��� !��� ��	�������� ����* �� ���	�	��� �� ���� ���	��� ���� (K0, Q0) ���	����
�	�� �����	��� ������	��* +�� 	�����	�� �- �0�	�	��	�� ���2�����	� ��� ���� ��� ��������� �-

�� #&. 	 �� ������ ��� ����* �� ������ ��	�� �� ��� ���� �- ���2�����	�*

+�� /�� ���2������ ��� /�*)�� �	�� �� 	�	�	�� ����� �- ���	������� ����� �� 	� ��6	���

����� Q̄� 	�������� � �������	����� ������	�� ����������� ������ ��� �����	��� ����� ����*

+�� ��������� Q0 	 ��� ���� ��� ������� ����	� 	� ��� !��� ��	�������� ���� ���	�� �����

��� ��� ����	�	��* +�� ����� ��� ��� �������� ��� ������� �� ��	�������� ��� ��� �������

��2�� � ���� �- ���	��� ������* �� ����� ��� 0���	�� �- ��� ���	������� ����	������ ����	��*

+�� ��������	�� 	 /�� �����	���� ��� ���� � ��� � ���	��� ��������� 	� ���	����� ������

������	�� ��		�� ���� � ����� -��� 	� ���	��������� 0���	�� ����	� 	� ���	�	!��	���* �� ���

�	�� ��� � ����	�� ��	�� ����� ��� -����	�� Qf
2(kt) 	 ������ -��� ��	�� ��� ������� ���� ��

�����* ���� ��	 �@��� ��� ��� ����� �� ��� ���	��������� �����	����	��*

+�� ����� ��	�	�� ���2������� �	�� �	�����	����� ����	�� �������	�� 	 ����	��� -�� ���� ���

�	�� �	���� ���� ��� ��������� ����� �- ���	������� ��� /�*(�* +�	 ���2������ ��������� ��

��� ��� ����� ��� ������� �	�� �� ������� ���� 	��� ��� ������	��� ��� ������	� ������� ����*

+�� 	���	�	�� ���	�� ��� ��������� �- ��	 ���������� #&. 	 ��� -�����	��* $����	�� -��� ��

	�	�	�� ���� �	�� �����	���� ��� ����� �- ���	��� ��� ���	�������� �� /�� ������ �� ������	�

����������� ���� ��	�� �������� �	�� � ����� �����	�� 	� ���	��������� 0���	��* 1��	�� ��	

���	��� ��� ����� ����/� -��� � �>�	��� ���	������� ��� ����� ��� �� �����* +��� ������
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'�� H+�� +����"�@ ������� #��	��������� .��� ��� ;���"

���� %�����E 4�����	�� 	� ����� 4�������� %����� 5����H� 8����� �� 5	����	�  ��

�("(�*

I'�J $������ F* ��

8�� H:�� ����� �	�	� �� ������H�  ��������� 5	����	 @����� �"� �"'�*

I''J B�� ��� 4����� 9* ��� .* �	������ ��

��� H4�����	�� .������ ��� ��� 3���� 4������H�

5��������� �� @�����	�� 5	����	� 	� ��("�'D*

I')J ����� ���� ��

��� ����� ��� ���������� ������ '//3 � >��������� �� ��� 5����*

���*

�(



��������

�� ����� �� �������	��
� � �
 �
�� /�� �����	!� ��� �������	� �- -����	�� ���� ���� � ���� 	�G����� �� ��� ���� �-

�6	�����* F�6�� �� �6��	�	��� ���� �	�� ��� 	�� �- �6	����� �� �����!	�� ��������� ��� -���

��	��� ���*

�
	 #�������� ����������

�� ���� 	� ����	� ��� �������	� �- �������	��� ��	�������� ��� ��		�� -����	��* ��

��� ������ ��� �����	��� �- ��� ��� �- ���	�� �- ��� ���	�������*

$%� ������������

+�� �����	 ���	� 	� ����	�� ��� �����	��� �- ��� ���� -����	�� w(k) = f(k) − kf ′(k)
���� 	� �����	�� �	�� ������ �� ��� /�� �	����	6 	���

m(k) = f(k) − kf ′(k) − k

�� ��/�	�	��� ���� 	 ��� �����	��E w(k) ≥ 0 ∀k 	���	� f(k) ≥ kf ′(k) ≥ 0* $	���

f(0) = 0� �� ���� limk→0 kf ′(k) = 0 ��� limk→0 w(k) = 0* �� /�� ���	���	�� 	 ��	�	��E

w′(k) = −kf ′′(k) ≥ 0 ∀k ���� -��� ��� �������	� �- ��� �������	�� -����	��� �� ���� ����

limk→+∞ w(k)/k = limk→+∞ f(k)/k − f ′(k) = 0* +�� ���� -����	�� 	 ���� ������� ����� ���
�	����	6 ���� ���	��� ���� ������ 	�/�	��* �- �� ���� ������	�� ��
��E limk→0 w(k)/k > 1�
���� ��� ������ 	� ��� ��	��������� �- 0� 	 �������* +�� �� ��� �������� ���� ����� �6	� ��
���� ��� 	�������	�� ������� w(k) ��� ��� �	����	6 ���� ����0������� � ��	�	�� /�	�� ����� k

��� ���� m(k) = 0* �� ��/��E

k̄ = inf{k ∈ [0,+∞[ /w(k) = k}

:� ��	 ��	�	�� ��	��� �� ���� w′(k̄) < 1 	��� ��� ���� ���� ��� �	����	6 -��� �����*

+�� ����	�	�� m(k) ≥ 0� -�� �� 	����	�� ����	��� ����	���� �� ����	�� ��� �����	 �-
�6	����� �� ��� 	��	/���� ����	� �- ���	��	�� �- ���	���* 5��� ����	���� �� ���	�� �� �	�	� ���

���� �- �6	����� �� ��� 	������� ��/��� �� ��� ����� 	�������	�� ��	�� k̄ 	��� �� ���� ����

∀k ∈ [0, k̄], m(k) ≥ 0��*
=� ��	 	�������� ��� ��	�������� -����	�� m(k) ������ 	� ��� -�����	�� ������* $	���

m′(k) = −1 − kf ′′(k) ��� limk→0 m(k) = limk→k̄ m(k) = 0� 	� 	 ��	��� �� ��/�� k̆ = sup{k ∈
[0, k̄] /m′(k) = 0} ��� ���� ∀k ∈ [k̆, k̄], m′(k) ≤ 0* �� 	����� � ������ 	� �����	��� �� [0, k̆] ���
��� 	�� �- 	� ����� ���	���	�� ����� ������ �� ��� ��	�� ���	���	�� �- ��� �������	�� -����	���*

$%� ����������� ���������

���� 
�� ���
����� ���� �� � /���)0����� 
���������! 
�� ��
�����
��� k̄ �� ��+��

�D



+�� �������	�� -����	�� ��	��E

c(k) = (1 − δ)k + kf ′(k)

�� ���� ���� ∀k ∈ [0, k̄], c(k) ≥ 0 ���� 	� 	 ��	��� �� ������� 	� ����� �� ��� �����
�- [0, k̄]E limk→0 c(k) = 0 ��� c(k̄) = (1 − δ)k̄ + k̄f ′(k̄) > 0* +�� /�� ���	���	�� 	 �	��� ��
c′(k) = 1 − δ + f ′(k) + kf ′′(k) ��� �� 	���� ��� -�����	�� ����	�	�� ������	�� �����E

σ(k) ≥ 1 − s(k) ↔ f ′(k) + kf ′′(k) ≥ 0

�	�� σ(k)� ��� ����	�	�� �- ���	���	��� ��/��� �� ��8� ��� 1 − s(k)� ��� ����� ���� �- ������
��� ��7��*

+�	 �����	�� ���������E c′(k) > 0 �� [0, k̄]*

$%� ��������� ���������

:� ��� ���	����� �0�	�	��	��� ������	�� ��		�� ��� ��/��� � � -����	�� �- ���	���E

E(k) = βc(k) − γm(k)

+�� ����� �- ��		�� ���������	�� �� ���� ����� �- ��� 	������� [0, k̄] �0��� ��E limk→0 E(k) =
0 ��� E(k̄) = βc(k̄) > 0* �� 	 ��� �� ��� ���� ��� ��		�� ����� ���	� ��6	��� �� ��� �����

����� k̄E E(k̄) = max{E(k) / k ∈ [0, k̄]}*
9��� ��� �������	� �- ��� -����	�� c(k) ��� m(k)� 	� /�� ���	���	��� E′(k) = βc′(k) −

γm′(k)� 	 ��	�	�� �� ��� ��"	������� [k̆, k̄]* 5�������� 	��� limk→0 m(k) = 0 ��� m(k) ≥ 0
∀k ∈ [0, k̄]� �� ��������� ���� m′(k) ≥ 0 	� ��� ��	��������� �- 0* F��� m′(k) ≥ 0 ↔
1 + kf ′′(k) ≤ 0 ��� c′(k) > 0 ↔ 1 + kf ′′(k) > δ − f ′(k)* +�� ���	���	�� ��� �� ����	���� �
-�����E E′(k) = β(f ′(k)− δ) + (β + γ)(1 + kf ′′(k))* �� ���� -�������� ��� -�����	�� ����	��	��
������	�� ��(��E

lim
k→0

δ − f ′(k)
1 + kf ′′(k)

<
β + γ

β

��	�� 	 �0�	������ ��E

lim
k→0

r(k)
m′(k)

<
β + γ

β

,���� ��	 ���	�	���� ����	�	��� ��		�� ��� �����	�� 	� ��� ��	��������� �- 0 ������E
limk→0 E(k) = 0 ��� limk→0 E′(k) < 0* +�	 �������� 	�������� �	�� � ���"���� �������	�� �-
���	�������* 9�������� 	� ���� ���� ����� �6	� � ��	�	�� ����� �- ���	��� -�� ��	�� ��		��

��� �	��E

∃k̂ ∈ [0, k̄]/E(k) = 0

$%� ��&���������� ��' �� �������

�7



+�� -����	�� N(Q) 	 ��/��� �	����	� �� ��� 	������� ] − ∞,
�

Q] ���� ����� ����� ����
-��� ��� -��� ���� �� ���	��� ���� ��� �����	�� ������	�� ������E

N(Q) =

{
Q ∀Q ≤

�

Q −
�

P

Q + Γ(
�

Q − Q) ∀
�

Q −
�

P < Q ≤ Q̄

9�� ��� ����� �- Q ����� ���� ��� ��	�	��� �������� ����� 	 Q ≤
�

Q −
�

P �� N(Q) 	 	����
�	����* +��� �� ���� N(0) = 0� N(

�

Q −
�

P ) =
�

Q −
�

P ��� N ′(Q) = 1 ∀Q ≤
�

Q −
�

P *

=��� ��� 	������	�	�	�� -����	��
�

Q−
�

P 	 ������ ��� ������� ���������	�� ����� 	 �@���	��

��� ��� ��� �- ���	�� ������E N(Q) = Q+Γ(
�

Q−Q)* 9��� ��� �������	� �- ��� ����� -����	��
Γ(.)� �� ���� ���� N(Q) > 0 ∀Q ∈

�

]Q −
�

P , Q̄]� lim
Q→




Q−



P
N(Q) =

�

Q −
�

P ��� N(Q̄) =
�

Q*

+�� ���	���	�� N ′(Q) = 1 − Γ′(
�

Q − Q) 	 ��	�	�� ∀Q ≤ Q̄* �� ��� ������ ���� N ′(Q) ≥ 1
↔ Q ≤

�

Q − P̃ * 9	������ ��	 -����	�� 	 ������� 	��� N ′′(Q) = Γ′′(
�

Q − Q) ≤ 0*
�� ��� ���� �� ��� ���� �- �6	�����*

�
� ()������� ��������

������&� ����������� �*����+���� '��% ����&����+�� ����������

: ����� ���� (k,Q) ���� ��� -�����	�� ����E{
R(k)U1(c(k), Q) − γU2(c(k), Q) = 0
E(k) = 0

,���� �����	�� ��(�� ��� ����� �0���	�� ���	� �� ��� ������ �-��� ��� �������	� �-

E(k)� �- ��	�	�� ����	�� k∗
ii
��* +�� �� �- ���� ����	�� �6����� ��	��	�� �	�� ��� �� �- �����

��/��� 	� ������	6 A.1E {k∗
ii} = {k̂ ∈ [0, k̄] / E(k) = 0}* 5�������� ��� 9=. ��/��� -�� ���

	����	�� ����	��� � ����	���� ��� �������	����� 	�����	�� �0�	�	��	�� �����	�� Qt = Qe(kt)
���	� -�� ��� t ��� �����* $���	���	�� � ����	�� k∗

ii 	� ��	 �0���	�� �	�� ��� ���������	��

�0�	�	��	�� ����� �- ���	��������� 0���	�� Q∗
ii = Qe(k∗

ii)*
+����-���� ����� �6	� �� ���� ��� ����� ���� ���	���� �	�� � ��	�	�� ��	�������� ���

	������	��� ������	��* +�� ��	�	�	�	�� �- ��	 ����	�� �-��� ��� �	�� ��	�� �- 	� �����	�� �	��

������ �� ��� ��	�	��� ����� Q̄ − P̄ �� ��0�	�� Q∗
ii ≤ Q̄ − P̄ � ��	�� 	 �0�	������ �� k∗

ii ≤�
N
�	��

�
N
= (Qe)−1(Q̄ − P̄ ) 	��� ��� �����	�� Qe(kt) 	 	�����	���*

������&� ����������� �*����+���� '��% ��&����+�� ����������

+�� ���� �- �0���	�� ��'� ��� ��	��E{
R(k)U1(c(k), Q) − γU2(c(k), Q) = 0

Γ(
�

Q − Q) = E(k)

��'�� ����� >�> ������ >�>� �������� ��� ��
����� ������ ������� ���
����� '�� ������ �������
 >�> ������ >�>�

����� 
��
 �+������� ����
��� �� ������������ ������ ������������

�8



����� ��� /�� �0���	�� �	�� ���������	!� ��� �0�	�	��	�� �����	��E Q = Qe(k)*
+�� ����� �0���	�� ��� ���� �� ����	����E

Γ(
�

Q − Qe(k)) = E(k)

+�� �����	 �- �6	����� ��	� ���� �� ������� ��� ��		�� -����	�� E(k) �����	��� �	��
��� ��� �- ��� -����	�� G(k) = Γ(

�

Q−Qe(k))* 5�������� ���	���	�� ��� �����	��� ������	�� ����
	���� �� ����	�� ��� ���� �� ��� 	������� ]�

N
, k̄]*

�� 	 ����� ���	�� ���� ����� �6	� � ������ � ������� �������	�� ��� ����	� �- ��/�	�	��

�- ���� ��� -����	��* �� -���� E(k) ������ �� ����	�	�� �� ����������� ���-������ ��� ���
��� �- ������	�� �	@�	��* ���� G(k) 	 ��� ��� ����	���� ���������	!�� �� ��� �������	� �- ���
�	�	���	�� -����	��* +��� ����	�� ��������� ��� ���"����	�� �- ��� ���	�� 	������� ]�

N
, k̄]

���� �� �	�� ���� �� �� ����	�	�� ���� ����� 	� 	��	/�����*

G(k) �� ��� ��� 0���	���	�� �����	��� � ��� �	�	���	�� -����	�� Γ(
�

Q−Q) 	��� G′(k) =
−Qe′(k)Γ′(

�

Q − Qe(k)) �	�� Qe′(k) ≥ 0* +��� 	� 	 /�� 	�����	�� -��� �
N
�� (Qe)−1(Q̄ − P̃ )

��� ��6�� ������	�� ���	� (Qe)−1(Q̄)* �� ��� ���� G(k) ≥ 0 ∀k ∈]�
N
, (Qe)−1(Q̄)]� G(�

N
) =

G((Qe)−1(Q̄)) = 0 ��� max{G(k) / k ∈]�
N
, (Qe)−1(Q̄)]} = G((Qe)−1(Q̄ − P̃ )) = Γ(P̃ )*

�� �� � -����� �����	�� �����	�	�� ��D� 	� �����	�	�� �� ���� ���� ���� ��� ��6	���

������	�� �- ������� �	�	���	�� 	 	���	�	����� �	���� ���� ��� ��6	��� ������ �- ��		��

�� ��� 	��	/���� ����	� �- ���	��	�� -�� k ��� Q* 9�������� ��	 �����	�� ����

sup
P∈[0,P̄ ]

{Γ(P )} ≥ sup
k∈[0,k̄]

{E(k)}

���� 	�

Γ(P̃ ) ≥ E(k̄)

$� � �� ������	�� ��� ����	�� ������� ��� -����	�� G(k) ��� E(k) �� ��� ����� ����� �
N
�

	� 	 ��	��� �� ��-�� �� ��� �����	��� ��	�	�	�	�� ����	�	��� -�� 	����	�� ��� 	������	��� ����	���

���� 	���� k∗
ii ≤�N* �- ��� ���� ����	�� ��� ��	�	���� ���� k∗s

ii = sup{k̂ ∈ [0, k̄] / E(k) = 0} ≤�
N
*

+����-���� �� ������ -��� ��	 ��	�	�	�	�� ����� ���� E(�
N
) > G(�

N
) �	��� E(k̄) > 0 	���	�

E(k) > 0 ∀k ≥�
N
�*

=�����	�� 	� 	 �>�	��� ���� ��� ����� ����� 	 �����	��� ������� ��� ����	�� ��� ����

���� ����	�� k∗
ii �� ����	� E(�

N
) > G(�

N
)*

�� ���� ��� ���� ��� ����	�� 	� �
N
	 ����� ���� 	- �� ���� ���� k̄ ≥ k̃ �	�� k̃ = (Qe)−1(Q̄−

P̃ ) ���	�� 	 �0�	������ �� ��� ����	�	�� ��7� 	� �����	�	�� �E Qe(k̄) ≥ Q̄ − P̃ �� ���� ��

��������� ��� ���� ��� ���"����	�� �- ��� 	������� ���	�� �	��� �
N
< k̄� ��� ���� ��� �6	�����

�- �� 	�������	�� ������� ��� ����� E(k) ��� G(k)* �� -���� ����� ��� -����� �������	� ���
����� 	 	������� �� ��� ���������� ��	�� k̃ E E(k̃) ≤ G(k̃)*

.���0������ �� ���� �	��� ���� ����	�	�� ���� ����� ��� �6	����� �- �� 	����	�� ����� ����

�	�� �����	��� ������	�� (k∗
ir, Q

∗
ir)* 9	������ �� ���� ���� ���� ��	 ���� �- ����	�� 	 ���	����

�




�	�� ����� �- ���	��� ��� ��� ���	������� ���� ��� ������	�� �	���� ���� ��� ������	�� �����

�� ��� 	����	�� ��� 	������	��� ����	��*

,��� ����������� �*����+�����

���� ��� ��� �����	�	�� ������	�� �� m 	 �	��	��� ��� ���	����� ���� �- �0���	��

����	��E {
k = f(k) − kf ′(k)

Γ(
�

Q − Q) = βc(k)

�- ������	�� 	 	������	���� ���� ��� ����� �0���	�� ������ c(k) = 0* +����-���� �� ���
�������� ���� ��� ���� ��� ��� ���	� � ����	�� 	��� ��� �����	�� limc→0 U1(c,Q) = +∞
����� � �� �6����� ��� �	�	� ��� ����� k = 0* �� ����� ����� ����� 	 �� !��� ��	��������
����� ���� ���� �6�	�	� 	������	��� ������	��*

�� ��� �����	��� ���� -�� Q ∈]Q̄ − P̄ , Q̄]� ����� ��� �����	�� ��
�� ����� �6	� ���� ���
��	�	�� ����� �- ���	��� ���� ���� ��� /�� �0���	�� �� ��� 	������� [0, k̄]* +�	 ����	�� �6�����
��������� �� ��� ����� ����� k̄ ���� ���� m(k) = 0�E k∗

cr = k̄* F��� �� ���� �� ������� ���

���������	�� ����� �- ���	��������� 0���	�� �� ���	�� ��� -�����	�� �0���	��E Γ(
�

Q−Q) = βc(k̄)*
,���� ��� �������	� �- Γ(

�

Q − Q)� �� ������ -��� ��� -����� �����	�� ���� ����� �6	�

��� ��� ��� 	- ��� 	��0���	�� ��D� 	 ��	��� �0�	�	��	�� ����� Q∗
cr ���	���� �	�� k∗

cr* +��

��	0���� �- �0�	�	��	�� 	���	� ���� Q∗
cr = Q̄− P̃ >

�

Q− P̄ ������	�� ��� ����	�� 	 ��� ����

Q∗+
cr > Q̄ − P̃ > Q∗−

cr >
�

Q − P̄ *

+� �����	!�� ����� �6	� �� ���� ��� ���� �� ��� ��� ����� ���� �	�� !��� ��	��������

��� �����	��� ������	��*

�� ����� �� �������	��
� � �
 �
 ���� �� ���� ����� ���	�	�� -�� ��� ����� ���� �- ����� ���� *

-
	 .������� ����������

�� /�� �����!� ��� ������� ��� ����� ��� ���������	�� ����� �- ������ 	 �@���	��* +����

�� ��� ��	�� ������	�� ��� ���	�	�� ����	�	�� -�� ��� ����	�� ���������	!�� �� 	������	���

������	�� ���	�� 	 	���� ��� ����	����� ��� ����� N ′(Q) = 1�*

/�&����+�� ���������� �	����	!	�� ��� �0�	�	��	�� �����	� ��'� �	�� ��� ���� �- �0��"

�	�� ��8�* 9��� ��	 ����� �� 	����	���� ��� ��� 2����	�� ����	6E

J =

(
− E′(k)−γ

Qe′(k)+γ
N ′(Q)

Qe′(k)+γ

− (E′(k)−γ)Qe′(k)
Qe′(k)+γ

N ′(Q)Qe′(k)
Qe′(k)+γ

)

+���� �� ������� ��� ���������	�	� �������	��E

P (λ) = λ2 − tra(J)λ + det(J)

'�



�� ���� ���� ��� ����� ��������� �� ��� �� �- ��� ����� ����� �	�������� �- J ���� ���

������	���� 	 ��� �������� 	� ������� �- ��� �	��������* $���	�	�� ��0�	�� ���� ��� ��� ����

�- P (λ) ��� ������� 	��� ��� ��	� �	����� ��� ����� ���/�����	�� ��	�� �������*
F��� 	� 	 ����� ���� det(J) = 0* �� -���� ��� ���	�� �����	� ��	� ���� �� � ��� �	���	����

���� ������ �- ��� �6	����� �- ��� �0�	�	��	�� �����	�� ����* +����-���� ��� /�� �	��������

	 �	�� λ1 = 0 ��	�� ��� ����� 	 �0��� �� ��� ����� λ2 = tra(J) �	���

tra(J) =
N ′(Q)Qe′(k) − (E′(k) − γ)

Qe′(k) + γ

�� �����	!� ��� ��	��� ���E

�? 	- (N ′(Q) − 1)Qe′(k) < E′(k) ≤ γ+N ′(Q)Qe′(k) ���� 1 > tra(J) ≥ 0
+�� ����	�	�� E′(k) ≥ 0 ��� N ′(Q) ≤ 1 ��	�� ��� �- ��� ��� 	��0���	�	� ��	�� ��	��� �>��

�� ��	-� ��� ������� ���	�	�� ����	�	�� E′(k) > (N ′(Q) − 1)Qe′(k)*
�? 	- γ+N ′(Q)Qe′(k) < E′(k) < 2γ + (1 + N ′(Q))Qe′(k) ���� tra(J) < 0 ��� |tra(J)| < 1*
+��� ��� ������ ����	�	��

(N ′(Q) − 1)Qe′(k) < E′(k) < 2γ + (1 + N ′(Q))Qe′(k)

��/�� �� 	������� �- ���	��	��� -�� ��� ��		�� -����	�� ���	���	��� �� ��	�� ����� ���	�	�� �-

��� 	����	�� �����	��� ����� ���� 	 ����������* 5��� ����	���� ��� ����������� 	 �������	�

	� ��� /�� ��� ������ 	� 	 ��	������� 	� ��� ����� ���*

.���&����+�� ���������� ��	 ��� 	 ����	��� �� /6	�� N ′(Q) = 1* 9�����	�� ��� ���
������� 	� ������ ���� ���	�	�� �- 	����	�� ��� 	������	��� ����	�� ����	���� ��� ���	���	��

�- ��� -�����	�� ����	�	��E

0 < E′(k) < 2(γ+Qe′(k))

-
� /�&����+�� ������ ���������

+�� <����	�� ��� ��	��

J =

(
w′(k) 0
−βc′(k) N ′(Q)

)

.���0������� ��� ����	�	�� w′(k) < 1 ��� N ′(Q) < 1 ��� ������� ��� �>�	��� -��
���	�	��* +�� /�� ����	�	�� 	 ��	/�� 	��� k∗

cr = k̄ ��� w′(k̄) < 1* 5�������� 	- ����� �6	� �
	���� ����	��� ���� Q∗

cr = Q̄− P̃ O ���� �� ������ -��� N ′(Q̄− P̃ ) = 1 ���� ��	 ����� ���� 	
�������* : ��� � ����� �6	� ��� ����	��� ���	���	�� ���	� �����	�� �	�� ������ �� Q̄− P̃

�Q∗1
cr > Q̄ − P̃ > Q∗2

cr �� ��� H���H ����� ���� 	 ������� ������� N ′(Q∗2
cr ) > 1� ��	�� ��� �����

	 ������� ����� �N ′(Q∗1
cr ) < 1�*

�� ������	��
�
��������� �������������

'�



�� 	���� � ����	��	�� �������	�� ��� ��������� �- ��� ���������� ��� ��� ��		�� -���"

�	��E γ(1 − α) − βα ≥ 0* �� ��� /6 ��� ����	� �- ���	��	�� �- ��� ���� ���������E A ∈ [:
N
�Ā]

�	��

:
N

=

(
2

γ
�

P

)1−α
1

1 − α

����

Ā =

⎛
⎝ θ

�

P
2
(1 − α)

4β((1 − δ)(1 − α) + α)

⎞
⎠

1−α

1
1 − α

+��� ����	�	�� ����� ��� ����� �- ��� �����	�� ���� 	� ��� ������� ���	��*

(*����+���� �����������

�� ��	 -��������� ��� �0�	�	��	�� �����	 ������ ��� -�����	�� -������* +���� �6	� /��

����� ����E

" ��� 	����	�� 	������	��� ������� ����� ����	���

" ��� 	����	�� �����	��� ����	��� ��� H���H ��	�� ������� ������ ��� H�	��H 	 ������

" ��� ������ �����	��� ����	�� �	�� ��� ��� ���/�����	�� -�� ���	�	��*

�� 	 ��	��� �� ������� ������	����� ��� ������ �����	� ���������	!	�� ��� -��� ��	���

���	��*

5�������� �� �	�� ��� -�����	�� �� �- ��������� ������

{
A = 2.52, θ = 0.09, γ = 0.2, β = 0.3, α = 0.3, δ = 0.6, P̄ = 5, Q̄ = 7

}
�� ��� ���� ����� �6	� ���� ��� ����� ���� ���� ��	-� ��� ��	���	�� �- ��	�	�	�	��E ���

	����	�� 	������	��� ����	�� ��� ��� �	�� 	����	�� �����	��� ����	�� �������	��� �����	��� �"

���	�� ��� ����	�	��� 	� ��� ��� ���� ���� ��� ������� 	� ��� ��	�	�� ��	�������� ���	���*
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